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1. EinfG hrung

m i. Allgemeines

Moderne Computeralgebra—-Systerf@AS) wie Mathematica, Maple oder MuPad sind méhtige Mathe Programme
die neben dem numerischen Rechnen (mit beliebiger Genauigkeit) auch symbolische Mathematik und die
Visualisierungvon ErgebnisserbeherrschenEntgegenanderslautendeBekundungerder Herstellerenthaltendiese
Paketezwar nicht dasmathematisch&/issender Welt und ersetzerauchkeinenMathematiker abersie kénneneinem
immerhinviele zeitaufwéadige Arbeitenabnehmen.

m ii. Starten des Programmes und Erste Hilfe

Unter Unix kannMathematica von einemTerminalausmit demKommando'mathematica " gestartetverden.Das
sollte normalerweisedas graphischeBenutzerinterfaceaktivieren. Mathematicaist ein interaktives System, das
Eingabenvom Benutzelliest, dieseauswertetund dasErgebnisunmittelbarausspuckt:

= 1+ 2

oul]= 3

Eingaben werden in Mathematica immer durch gleichzeitiges Driicken von und < ausgewertet!

Die AusgabedesErgebnissekannmanunterdricken,indemmanein Semikolonandie Eingabeanhégt. Vor allembei
umfangreicherZwischenergebnissdrilft das,denUberblick zu bewahren.
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DiesesHandbuchist zu kurz, um auchnur die vorgestellterFunktionenvon Mathematica im Detail zu behandelnFir
umfangreicherelnformationenzu bestimmtenThemenist daher die Online—Hilfe unentbehrlich.Informationenzu
speziellenFunktionenassersichzusézlich mit "?" abrufen:

2= ? Log

Log [z] gives the natural logarithm of z (logarithm
to base e). Log[b, z] gives the logarithm to base b.

Um eineListe aller Funktionenzu erhaltenderenNamenauf ein bestimmtedMusterpassenkannmanein Sternchenn
dengesuchtemNameneinfigen:

n@El= ? EqQ*
Equal EqualColumns EqualRows EquatedTo

4= ? F*List

FactorList ) FactorTermsList FixedPointList FoldList
FactorSquareFreelList FindList

Hm iii. Mathematica als Taschenrechner

Die Notation von Ausdricken in Mathematica orientiert sich an der gebraichlichen mathematischeNotation. Eine
glitige Eingabeist beispielsweise

inEl= (2712 +7.1 ) % (-15 /25)
outs]= —-2461.86
Es gelten die gebraichlichen Vorrangsregelrfir Operatoren Ausdricke kénnen aber auch mit runden Klammern

explizit gruppiertwerden Funktionsargumentererdenin eckige Klammerneingeschlosserym sie von gewdnlichen
Ausdrickenzuunterscheiden:

inl:= Sin [3.1 ] /Sqgrt [2]
outje]= 0.029402

Die Namen aller in Mathematica vordefinieren Funktionen, Prozeduren und Konstanten beginnen mit
einem Grol3buchstaben.

Das Multiplikations—Zeichenkann haufig weggelassenwerden, etwa ist 2 Sin [3 x] gleichbedeutendmit
2 x Sin [3 «X]. Auch Leerzeicherzwischenzwei (abgeschlosseneusdricken erwirken die Multikplikation der
beidenx y istalsox =y, xy (ohneLeerzeichenyird dagegeralsein Symbol"xy " gewertet.

Auf die letzenbeidenAusgaberkann mit % (letzte Ausgabe)und %t (vorletzte Ausgabe)Bezuggenommenwerden.

Meist ist esabersinnvoller,wichtige Zwischenergebnissa Variablenzu speichernum spder auf sie zurickgreifenzu
konnen.

2. Arithmetik

m i. Exakte und Inexakte Arithmetik

Mathematica unterscheidetzwischen exakten und inexakten, also genderten numerischenAusdricken. Exakte
Rechnungenwerden mit beliebiger Genauigkeitdurchgeftirt, bei inexakten kann es nach einigen Schritten zu
Rundungsfehlernkommen. Kommazahlenund die N-Funktion erzwingen die numerische Auswertung eines
AusdrucksN nimmtalsoptionalenParametedie AnzahldersignifikantenStellendesErgebnisses:
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in[71:= Factorial [50]
ou7}=  30414093201713378043612608166064768844377641568960512000000000000

ingl:= N[%
ougl= 3.04141 x10%

inEl= Sin [Pi /3]
V3

outg)= —5—

in1op= N[% 20]
ouf10}= 0.86602540378443864676

1= Sin [Pi /3.0 ]
oui11]= 0.866025

Vorsicht: Die Regeln, die Mathematica fir numerischeRechnungenanwendet,sind kompliziert und kénnen zu
Uberraschendeizrgebnisserfiihren. Zudemist umfangreicheNumerik Mathematica meist sehrlangsam.In solchen
Falen kannesvon Vorteil sein,die eigentlicherBerechnungeim C- oderFortranProgrammeuszulagern.

Ein Beispiel,warummander Numerikvon Mathematicanichtimmertrauensollte:

nf12= X =1.11111111111111111111
Do[Xx =2%xXx -X, {60}];
X=X+1

out[14)= True

in1s1:= Clear [X]

m ii. Komplexe Zahlen

NebendemRechnemnit ganzenrationalenundreellenZahlenunterstizt MathematicaauchkomplexeArithmetik. Die
imaginde Einheitwird als"l " geschrieben:

infrel:= Simplify  [Exp[x] = Exp[x +21 Pi]]

out[16]= True

Wenn esnétig ist, zwischenexponentielleund trigopnometrischeSchreibweisesinesAusdruckszu wechseln kénnen
ExpToTrig undTrigToExp verwendetverden:

in171:= ExpToTrig [Exp [l x]]
ou17= Cos[X] + 1 Sin [X]

in[18]:= TrigTOEXp [% 2]

oufigl= e2iX

W iii. Mathematische Funktionen und Konstanten

Alle gebr@ichlichenmathematischeKonstanten...

Pi, ppi: =«
E  Eulersch&ahl
I Imagin&eEinheit
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Infinity
Degree, °

Integers , Rationals , Reals

, nf o

Symbolflr co
Umrechnungsfaktdrad— Rad: 180/«
Zahlenmengergetwa fur Annahmenin Simplify )

... undFunktionensindin Mathematicavordefiniert:

Sin [x], Cos[x], Tan[X] Trigonometrisch&unktionen
Sinh [x], Cosh[x], Tanh[x] Hyperbolischd-unktionen
Log [x], Log [b, x], Exp[x] Logarithmugnatirlich /zurBasisb), Exponentialfunktion
Sart [X] Quadratwurzel
Random[ ] ZufallszahlzwischerDund1
inf191= ? Random
Random[ ] gives a uniformly distributed pseudorandom Real in

the range 0 to 1. Random[type ,
number of the specified type , lying in the specified range .
Possible types are: Integer , Real and Complex. The default
range is 0 to 1. You can give the range {min, max} explicitly ;
a range specification of max is equivalent to {0, maxj.

range ] gives a pseudorandom

In[201:= ? Arc*

ArcCos ArcCot ArcCoth  ArcCsc ArcCsch ArcSec ArcSech ArcSin ArcSinh
ArcTan ArcTanh
Ar cCosh

Neben diesen Standardfunktionerexistieren viele spezielle Funktionen, wie die Gamma—-FunktiorGamm, die
Fehlerfunktion Ert , verschiedeneBesselFunktionen (BesseldJ , BesselY , Bessell , BesselK ) oder die
KugelflachfenfunktionenSphericalHarmonicY . Mehr Informationengibt es in der Online-Hilfe unter "special
functions’.

3. Fortgeschrittene Anwendungen

W i. Listen

Mehrere Objekte konnen mithilfe von Listen zusammengefassverden. Die Grundrechenarterund viele andere
Funktionensind fir Listen elementweise definiert. Dadurchverhaltensich bspw. Listen von Zahlenwie Vektorenoder
"Listenvon Listen"wie Matrizen:

ma= vV = {1, 2, 3, 4}

ou1= {1, 2, 3, 4}

In[22l:= W= -V %2

ouez= {-2, -4, -6, -8}
In[23]:= W+ V
ous= {-1, -2, -3, -4}

Zum ErstellenneuerListen ist die Funktion Table héufig praktisch: FolgendesBeispiel liefert eine Liste mit finf
identischerElementen
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inp4:= Table [Sin [2], {5}]

ou24= {Sin [2], Sin [2], Sin [2], Sin [2], Sih [2]}
Hier ist ein komplizierteresBeispiel. Das Ergebnisis eine 10x3-Matrix, in der die n-te Zeile die Zahlenn, n?, n3
enthalt:

In(2s]:= potenzen = Table [{n, n*2, n"3}, {n, 10}]

ouesl= {{1, 1, 1}, {2, 4, 8}, {3, 9, 27}, {4, 16, 64}, {5, 25, 125},
{6, 36, 216}, {7, 49, 343}, {8, 64, 512}, {9, 81, 729}, {10, 100, 1000 }}

Alle Befehle, die ganzzahlige Laufvariablen verwenden (vor allem Table , Do, Sur, Product ), benutzen
dafir dieselbe Syntax. Mégliche Eingabeformen sind

{nmax} nmax Wiederholungen ohne Laufvariable (erstes Beispiel)
{n,nmax} n geht von 1 bis nmax in Schritten von 1
{n,nmin,nmax} n geht von nmin bis nmax in Schritten von 1 (zweites Beispiel)

{n,nmin,nmax,dn} n geht von nmin bis nmax in Schritten von dn

Part [x, n] liefert denn-tenEintrageinerListex zurick. Fir eineMatrix x ist daseineListe, nanlich die n-te Zeile.
Um die n-te Spalte zu erhaltenmussx vorhertransponiertverden:

in26]:= gzahlen = Part [Transpose [potenzen ], 2]
oufeel= {1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100}

StattPart kdnnenauchdoppelteeckigeKlammernzum Indizierenvon Listenverwendetwerden.Iln beidenFdlen hat
dasersteElementdenindex1 (nichtetwa0 wie in "C").

in7]:= {potenzen [[3]], potenzen [[4, 3]1]}
oue7= {{3, 9, 27}, 64)

Die FunktionApply wendeteineFunktionaufalle Listenlementeuf einmalan
in2gl= Apply [Plus , gzahlen ] (* Summiere alle Elemente =)
out28]= 385

Mar. dagegemwendeteineFunktionaufjedesListenelemenginzeln an

inR9= Map[Sin , gzahlen ]

ou29]= {Sin [1], Sin [4], Sin [9], Sin [16], Sin [25]7,
Sin [36], Sin [49], Sin [64], Sin [81], Sin [100]}

M| ii. Selbstdefinierte Variablen und Funktionen

Symbole kénnen verwendetwerden,um Funktionenzu definierenoder beliebige Ausdricke zu speichern.n allen
spderenRechnungemvird dasSymbolautomatiscldurchdenzugewiesenelVert ersetzt:

in[3o}= rand = Random[] (» setze rand auf eine feste Zufallszahl *)
out30l=  0.52907

InB31}= rand %2
out31)= 1.05814

EigeneFunktionen kénnenauf dhnliche Weisedefiniertwerden:

in@E2:= randint [min_, max_] : = Random[Integer , {min, max}]
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in33;:= Table [randint [2, 10], {10}]
ous3= {4, 10, 9, 5, 10, 3, 6, 6, 6, 6}

Zwei Punktesind in diesemBeispielwichtig: Der Unterstrich” " hinternm n undmax unddas": =" Symbolanstelle
von "=" beiderVariablendefinition.
Variablen werden mit einem einfachen "=" definiert, Funktionen dagegen mit ": =". Auf der linken Seite der

Zuweisung muss an die Argumentnamen einer Funktion ein Unterstrich angehéngt werden.

UngewinschteDefinitionenkdnnenwiedergeléschtwerden

in341:= Clear [V] (* ein Symbol 16 schen =x)
in@s:= Clear [rl, r2] (*» mehrere Symbole 16 schen =)
in3el:= Clear ["Global' *"]1 (* alle selbstdefinierten Symbole 16 schen x)

Eine spezielleNotation fir Funktionenist im Umgangmit Operationerwie Mar oderNest oft sehrpraktisch.Pure
functions sind FunktionenohneNamen,die tberall dort direkt eingefigt werdenkdnnen,wo sonstein Funktionsname
erwartetwirde. Statt

in@7:= f [X_1 =Sin [x]"2
ougarl= Sin [x]2
in@e:= N[Map[f, Range[l, 10]]]

ouizgl= {0.708073 , 0.826822 , 0.0199149 , 0.57275 , 0.919536 |,
0.078073 , 0.431631 , 0.97883 , 0.169842 , 0.295959 }

kannmanmit purefunctionsauchkirzerschreiben

inR9l:= N[Map[Sin [#]"2 & Range[1, 10]1]]
oufagl= {0.708073 , 0.826822 , 0.0199149 , 0.57275 , 0.919536 |,
0.078073 , 0.431631 , 0.97883 , 0.169842 , 0.295959 }

Hierbei werdendie Funktionsargumentenit #, #2, #3, ... bezeichnetund die Definition der Funktion mit einem
Ampersand'&” beendet.

m iii. Symbolische Mathematik, Umformen von Ausdri cken

Symbole,denennochkein Wert zugewieserwurde,verhaltensich wie Unbekannte. Sie knnenverwendetwerden,um
allgemeineBerechnungemorzunehmen

o= Sum[g”n, {n, 1, Infinity }]

q

Outido)=  — —5— g

in@a1:= Integrate  [Tan[Cc *Yy], V]

Log [Cos[c VY]]
[

out4l]= -

Einige offensichtliche Vereinfachungenwerden automatischvorgenommen,in komplizierteren Fdlen muss man
Simplify  verwenden
in@2:= Simplify  [Sin [X]"2 + Cos[x]"2]

outa2l= 1

in43)= Simplify [(a”2-b"2)/ (a-b)]

ouj4s= a+b
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Manche symbolischenAusdricke kénnen nur unter bestimmtenAnnahmenvereinfachtwerden. Zum Beispiel gilt
Sqart [x” 2] = x nurflr reellex. In solchenFdlen missendie AnnahmerexplizitanSimplity  Ubergeberwerden:

in@a= Simplify  [Sqrt [x*2]]

outj4dl= /X2
in@s):= Simplify  [Sqrt [x*2], X < 0]
Ooutf45]= -X

in@6l:= Simplify  [Sin [x + 2 Pi n], n e Integers ]

outa6]= Sin [X]

Manchmalfindet FullSimplify zusdzliche Vereinfachungendie Simplifty  nichtentdeckt
in@47):= FullSimplify [(/74)/7EM 2% #x) =1 /4%xEN (2% %X)]

outa7l= Cos[x] Sin [X]

Sqgrt [x” 2] konntein obigemBeispiel nicht vereinfachtwerden,dax als komplexeVariable angenommenvurde,
fur die die gewdhnlichen Potenzregelnnur eingeschnakt gelten. Die Anwendung dieser Potenzregelnkann mit
PowerkExpand erzwungerwerden

mngy= PowerExpand [{Vx"2, (axb)”c, (a”b)~c}]
ouasl= {x, ac b®, aPc)
Symbolein Ausdrickenkénnenmithilfe des/. Operatorsersetztwverden(unentbehrlich!)
In[49]:= \/E /. a->X"2+yn2
outasle /X2 +y2
nso= a+b /. {a-b”"2, b-c”3}

ousol= b? + ¢3

m iv. Schleifen und If-Anweisungen

Die wichtigstenausimperativenProgrammiersprachdrekanntersSchleifentypersind auchin Mathematica vorhanden.
(Die von Do verwendeterzdhlvariablenwurdenim Abschnitt"Listen” erklért.)

inis1:= Do[Print ["Hallo Welt 1" 71, {5}]

Hallo Welt !
Hallo Welt !
Hallo Welt !
Hallo Welt !
Hallo Welt !
ins21:= liste = {};
:iDSct)éliste = Append [liste , Prime [n]], {n, 1000, 1005 }]

ousa= {7919, 7927, 7933, 7937, 7949, 7951}

Schleifenkénnenauchmit For undWhile formuliertwerden.

Haufig ist eseinfacherund schnelleranstelledieserallgemeinerSchleifenspezialisiertéOperationerwie Table , Mar,
Nest , oderApply zuverwenden
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iniss;:= Table [Prime [i ], {i, 1000, 1005}]
oussl= {7919, 7927, 7933, 7937, 7949, 7951}

ini6l:= Map[Prime , Range [1000, 1005]]
ous6]= {7919, 7927, 7933, 7937, 7949, 7951}

ini571:= Nest [Sin, X, 3]
out57= Sin [Sin [Sin [X]]]

injs8):= Nest [Sin, 1.2, 3]
outsgl=  0.71933

in9:= NestList [Sin, X, 3]
out59]= {X, Sin [Xx], Sin [Sin [X]], Sin [Sin [Sin [x]]]}

It —Anweisundunktionierenganzéhnlich wie in andererProgrammiersprachexuch

ineo:= wuerfel [] : = Random[Integer , {1, 6}]

in1):= If [wuerfel [] == wuerfel T[],
Print ["Pasch"],
Print ["Kein Pasch"]]

Kein Pasch

m v. Eingabe von Formeln

Die VerwendungzweidimensionaleFormeln(etwa~/2 anstellevon Sqrt [2]) und mathematischeBymbolekann
die Notationmanchmaimerklich vereinfachenFir die gebraichlichstenSymbolestehenm File-Menu einige Paletten

zur Verflgung (in denmeistenFdlen reicht "Basiclnput").ZwischendenPlatzhalterrm und o kannmit der [g-Taste
hin-undhergewechselwerden.

FolgendeTabelleenthdt einige niizliche Tastenkombinationerbas Symbol":" stehtdabeiflr die sc-Tastedas"+"
deutetan,dasddie Tastergleichzeitig zu drickensind.

ng  zumnéchsterPlatzhalterim odero) springen
+2 Wurzel- Zeicheneinfigen Va
CTRL] + +6  Brucheinfigen &

+”~  Exponentereinfiigen &
+ zurn&hsthderenSchachtelungsebegehen

&, .., 2D, e L
@inf: oo
elem €
- -

EinenAusdruckwie
1

X (1-X) +y’

erhdt manalsoentwedemithilfe der Paletterund s, oderdurchdie Tastenfolgel, [ctri+stT]+6, [esc], pi, [Esc, [cmi+2, X(1—
X), [CTRL+[seace], +Y.

In[62]:=
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4. Analysis

m i. Differentiation und Integration
Ableiten nacheinerUnbekannterx

ine3:= D[x Log [X], X]

oufe3= 1 + Log [X]
ZweifacheAbleitungnachx

infeal:= D[EXp [Xx"2], {X, 2}]

oueal= 2 e + 4 X x2
GemischteAbleitungdy Ox

ins:= D[Sin [X Y], X, Y]

oute5]= COS[X Y] -X Yy Sin [X VY]

Unbestimmtes$ntegral...

ine6l:= Integrate [W X]
+ X

outesl= ArcTan [X]

und bestimmtesintegral werden mit Integrate berechnet.Im folgendenFall ist das Ergebnisallerdings nicht
geschlossedarstellbar:

ine7):= Integrate  [Sin [Sin [x]], {X, 0, 10}]

10
out[67]= J Sin [Sin [x]] dx
0

Numerischdntegrationltst dasProblem
ine8:= NIntegrate [Sin [Sin [x]], {X, 0, 10}]
outles]= 1.6296
Mehrfachelntegralelasssersicheinfachdurchdie Angabemehrerdntegrationsvariableberechnen

ine9:= Integrate  [Exp[- (X2 +y”"2)], {X, 0, x1}, {y, 0, x2}]

out[69]= %nErf [x1] Erf [x2]

m ii. Reihenentwicklungen

Analytische Funktionenkénnen mit Series in eine Potenzreiheentwickelt werden.Nebendem Entwicklungspunk
mussaulerdemnochangegebewerden bis zu welcherOrdnungentwickeltwerdensoll (hier 6 bzw. 4)
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in[701:= Series [Sin [x], {X, 0, 6}]

3

out[70]= X — <

X5 7
120 +O[x]
in[71:= Series [Log [x +1], {x, 0, 4}]

x2 x3 x4 5
ou7l= X — 5>t 3 I +0O[x]

Mit Potenzreihekannin gewisserGrenzerwie mit andererAusdrickengerechnetverden

n72l:= %+ %%
2 3 4
ou72= 2 X - XT + % - XT +O[x]°
W iii. Summen, Produkte und Grenzwerte
Zusazlich kénnenauchGrenzwerte(unendliche Reihenund (unendliche Produkteausgewerteverden
in[73;= Limit [Sin [X] /X, X - 0]

out73l= 1

in[74:=  Sum[Binomial [n, m], {m 0, n}]

ou74l= 2"
in7sl= Sum[1/n”2, {n, 1, o}]

out[75]= i
6

inf76l:= Product [1+1/k, {k, 1, n}]

out7zél= 1 +n

inf771:= Product [1+1/k”2, {k, 1, o}]

Sinh []
7

out[77]=

5. L6sen von Gleichungen

m i. Gewohnliche Gleichungen

Um die LOsung einer beliebigenGleichungzu finden, steht mit FindRoot ein numerischerGleichungsl8er zur
Verfugung

inf7el= FindRoot [Sin [X] = X"2, {X, 1}]
out[7el=  {X - 0.876726 }

Man kann den Suchbereichvon FindRoot auf ein beliebigesintervall einschréaken, indem man zusézlich zum
Startwertdie Intervallgrenzeriibergibt(obwohldasmeistensiicht nétig ist):
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inf791= FindRoot [Exp[x] =5x"3, {x, 1, 0, 2}]
ou79]= {x - 0.751204 }

Im Gegensatzu FindRoot versuchtSolve , die Gleichungaufzulsenund eine allgemeinelL6sungzu bestimmen.
Wo dasnichtgeht(etwaim ersterBeispieloben)gibt eseineFehlermeldungsonsteineListe derLésungen

ingo:= Solve [X"2+pX +(q==0, X]
ousor {[x > 5 [-p-VpT-4a) ] (x5 (-pe P2 -4a)])

AuchwennSolve alle Ldsungerfindet, sinddieseoft nur numeriscidarstellbar
in[g1]:= Solve [X"6 +X == 10, X]

ougsll= {{X - Root [-10 + #1 + #1°% & 1]}, {x » Root [-10 + #1 + #1° & 271,
(X > Root [-10 + #1 + #1°% & 3]}, {x > Root [-10 + #1 + #1° & 4]},
(X > Root [-10 + #1 + #1°% & 5]}, {x > Root [-10 + #1 + #1° & 6]}}

ing2:= N[%]

oufg2l= {{Xx - -1.50244 3}, {x - 1.43052 },
{x - -0.717234 -1.3022 i}, {x - -0.717234 +1.3022 1},
{x - 0.753199 -1.24011 i}, {x - 0.753199 +1.24011 1i}}

Stattdessekannmanauchgleichdie numerisché&/ariantevon Solve benutzen
in[83}:= NSolve [X"6 +Xx =10, X]

ougal= {{X - -1.50244 }, (x - -0.717234 -1.3022 i}, {Xx - -0.717234 +1.3022 i},
(x »0.753199 -1.24011 i}, {X —»0.753199 +1.24011 i}, {X - 1.43052 }]

Die vorgestellterFunktionersindauchin derLage,Gleichungssystema mehrererVariablesrzu lésen.Ein Beispiel

inB4:= FindRoot [{Sin [X] = Cos[Xx], x"2+y"2 =1}, {Xx, 51}, {y, .21}]
outlg4]= {X - 0.785398 , y - 0.618991 }

m ii. Differentialgleichungen

Schlieflich kénnen auch Differentialgleichungerund Systemenvon Differentialgleichungersowohl exakt als auch
numerischgelést werden.

ings:= DSolve [y” [X] == w2y [X], V[X ], X]
ougsl= {{y [X] »e** C[1l] +e*“ C[2]}}
ingel:= DSolve [{y’ [0] ==a, y” [X] =w"2y[x]}, YI[X], X]
Xw a 2Xw
outgsl= {{y[Xx] > e <_U +C[2] +e**¥ C[2]) }}
In dieserFormwird eineErsetzungsregélr y [x ] zurickgeliefert.Ist manauchan Ableitungenvony interessiertjst
vorteilhaftnichtnachy [x ], sondermachy aufzuléen:

ne7y= {y [X], y' [x]} /. DSolve [{y[0] =0, y’' [0] =a, y" [X]=0"2y[X]}, ¥y, X]

2Xw 2Xw
I R o T R T

Auch fur Differentialgleichungenkénnen numerische Lésungen gesucht werden. NDSolve berechneteinige
Lésungspunktem angegebenemntervall, die von der zurickgelieferteninterpolatingFunction interpoliert
werden.
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ingel:= NDSolve [{y’ [X] == Cos[Xx*Yy[x]], Y[0] =13}, y[x], {X, -5, 5}]
ouggl= {{y [X] - InterpolatingFunction [{{-5., 5.1}, <>1[x]}}

Mit folgenderErsetzundkannmandiesesErgebniswie eineregulde Funktionbenutzer(etwazumPlotten).

ingo:= f [X_]:=Evaluate [y[x] /. %

In dnlicher Weiselassensich auchpartielle Differentialgleichungerndsen. Mehr Informationendazugibt es (wieder
einmal)in derOnline-Hilfe.

6. Lineare Algebra

W i. Matrizen und Vektoren

Wie bereitserlautert, verhaltensich Listen weitgehendwie Vektoren,da alle Grundrechenartefiir sie elementweise
definiertsind. MatrizenwerdenalsListenvon Listendargestellt

mgol= a = {al, a2, a3}; b= {bl, b2, b3};

inE1:= a.b (* Skalarprodukt *)
ouo1= al bl + a2 b2 + a3 b3

in21:= Cross [a, b] (* Kreuzprodukt *)
oufe2l= {-a3 b2 + a2 b3, a3 bl -al b3, -a2 bl +al b2}

3= m= {{2, 1, 0}, {0, 3, -1}, {0, 0, 3}}
oue3= {{2, 1, 0}, {0, 3, -13, {0, O, 3}}

infe4):= %/ / MatrixForm (* Aquivalent zu MatrixForm [%] =)
Out[94]//MatrixForm=

21 0

0 3 -1

0 0 3
Infe5:= M a (* Lineare Abbildung eines Vektors x)

oujesl= {2 al +a2, 3 a2 -a3, 3a3}

Um Matrizenzu erstellengibt esnatirlich Table , aberzus#zlich nocheinige spezielleFunktionen Eine 3x3 Matrix
erstellen...

inge]:= b = Table [i =j, {i, 3}, {j, 3}]
ouee= {{1, 2, 3}, {2, 4, 6}, {3, 6, 9}}

... odereine3x3 Diagonalmatrix...

in7]:= d = DiagonalMatrix [{x1, x2, x3}]
oufe7= {{x1, 0, 0}, {0, x2, 0}, {0, O, x3}}

... odereine3x3 Einheitsmatrix
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in[eg]:= ldentityMatrix [3]

oufel= {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, O, 1}}
b ist symmetrischstimmtals mit dereigenenTransponierteriberein

inE9]:= Transpose [b] ==

out99]= True
Andereklassischd-unktionereinerMatrix sinddie Determinanteinddie Inverse
infro0l:= Det [d]

out[100)= X1 X2 x3

in[1013:= Inverse [d]

ouor= {{ -, 0, 0}, {0, 3, 0}, {0, 0, %]}

inpro2):= Clear [a, b, d, m]

m ii. Lineare Gleichungssysteme

LineareGleichungssystemiegdnnennatirlich mit denallgemeiner_dsungsverfahremon Solve aufgel&t werden.Das
ist der praktischeréWeg, wenn bereitsdie Gleichungenselbstvorliegen. Wenn dagegenur die Matrix i und der
Vektorb in derGleichungm x == b bekanntind,ist eseinfacherdie FunktionLinearSolve  zuverwenden:

inf103]= LinearSolve  [{{1, 2}, {3, 4}}, {a, b}]

oufio3= {-2a+b, %(3a—b)}

Fir homogend.GSekannmanauchzuNullSpace greifen,um eineBasisdesKernsderMatrix zu ermitteln

info4:= NullSpace [{{2, -2}, {4, -4}}]

ouro4= {{1, 1}}

Muss ein linearesGleichungssystemrmehrfachfir verschieden® aberkonstantesr gelést werden kanneseffizienter
sein,zun&hsteineLU-Dekompositionler Matrix durchzufinren:

infos:= lu = LUDecomposition [{{1, 2}, {3, 4}}]

ouro5)= {{{1, 23}, {3, -2}}, {1, 2}, 1}

inf106]:= LUBackSubstitution [lu, {a, b}]

(3a-b)}

Out[106]= {—2 a+b, %

m iii. Eigenwerte und Eigenvektoren
Zur Berechnungder Eigenwerteund —vektorereiner Matrix stellt Mathematicadie FunktionenEigenvalues  und
Eigenvectors zur Verfigung. Fir eine nxn Matrix liefert Eigenvalues immer n (nicht unbedingt
verschiedeneYahlen,wéhrend Eigenvectors bei wenigerals n unabhangigen Eigenvektorenwie im folgenden
Beispiel)Nullvektorenanhégt.

In[107]:: m= {{21 11 O}r {Oy 31 _1}1 {Oy O, 3}},

inf108:= Eigenvalues [m]

outf108]= {2, 3, 3}
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in[109:= Eigenvectors  [m]
ouf109= {{1, 0, 0}, {1, 1, 0}, {0, O, 0}}

Eigensystem berechnegleichzeitigdie Eigenwerteund —vektorereinerMatrix undgibt siealsListe zurick.

inf10}=  {ew, ev} = Eigensystem [m]
ouptio= {{2, 3, 3}, ({1, 0, 0}, {1, 1, 0}, {0, O, 0}}}

5. Grafik

W i. Zweidimensional

Plot stellteineFunktionaufeinemreellenintervalldar...
m111:= Plot [x? /Log [x], {X, 0, 10}1;
40+

30+
20+

10¢

i 2 3 4
-10,
-20,

. oder auch mehrereFunktionen.Das folgende Beispiel zeigt auch, wie man eine Option an Plot  Ubergibt (hier
Frame - True ).

inf112):= Plot [{Besseld [0, x], Besseld [1, X1}, {x, 0, 10}, Frame - True ];

1
0.8
0.6
0.4

0

-0.4

0 2 4 6 8 10

Parametrisch&urvenin derEbenewerdenvon ParametricPlot dargestellt
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in[113]:= ParametricPlot [{Cos[t]/t, Sin[t]/t},
{t, 0, 3Pi}, AspectRatio - Automatic , ImageSize - 200];

1
0.8/

0.4

0.2
(1N
-%24).25 0.5 0.75 1 1.25

m ii. Dreidimensional

Eine FunktionkR? —» R kannmit Plot3D veranschaulichiverden

n[1141= Plot3D [ (x? +2y?) B} X"2Y"2  (x -2, 2}, {y, -2, 2}, ImageSize -2007;

out114]= = SurfaceGraphics -

Parametrisché’lotsim Raumsind entwederKurven, wenn nur ein Parametererwendetwird, oder Oberflachen fir
zwei ParameteDaszweiteBeispielzeigtdenBetragder KugelflachenfunktionY, 1
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in[115]:=  ParametricPlot3D [{Cos[t], Sin[t], t /4}, {t, 0, 2Pi}, ImageSize - 2007;

ou[115]= = Graphics3D -
ina16l:= r [t_, p_] : = Abs [SphericalHarmonicY [2, -1, t, pl11;

in[117):=  ParametricPlot3D [r [e, ¢] {Sin [6] Cos[¢], Sin [e] Sin [¢], Cos[6]},
{6, 0, Pi}, {¢, 0, 2Pi}, AspectRatio - 1, ImageSize - 200];

W iii. Andere Visualisierungsmd glichkeiten

DiskretePunktmengenverdenmit ListPlot ~ gezeichnetDie OptionPlotJoined - True verbindetdie einzelnen
Punkte.
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in118:= ListPlot  [Table [{i, Log [Fibonacci [i 1]}, {i, 50, 100}17;

45+ o

40|

35¢ o

30+

.. 60 70 80 20 100

ContourPlot  bieteteineweitereMdglichkeit, eineFunktionkr? — R darzustellen:

inft19r= ContourPlot  [Sin [xy], {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, ImageSize - 1507;

7. Einige vollsta ndige Beispiele

Die folgendenAbschnittedemonstriereryie manMathematica in einigeneinfacherkonkretenProblemereinsetzt Fir
die Grafikenverwenderwir dabeidurchgehendolgendeOptionen:

in[1201= SetOptions [ {ListPlot , ParametricPlot , ContourPlot 3},
ImageSize - 150, AspectRatio - Automatic 1];
m i. Darstellung der n—ten Einheitswurzeln
Die Loésungenvon Gleichungeriefert Sol ve in FormeinerListe von Ersetzungsregelnurick:
in[121]:= Solve [z"4 =1, z]

ou121]= {{z - -1}, {z > -1}, {z->1}, {z>1}}

Um eine Liste aller n—tenEinheitswurzeln(aller Losungender Gleichungz" == 1) zu bestimmen,kann man also
schreiben
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in[122:= einheitsw [n_] : = Module [{z}, z /. Solve [z"n =1, z]]

SeparierimanReal-und Imaginateil erhd manhierausdie entsprechendBunktmengén der GaufschenZahlenebene
die manschlieftich mitLi st Pl ot darstellerkann

in[1231= ewxy = Map[{Re[#], Im[#]} &, einheitsw [8]]
outg= {{-1, 0}, {0, -1}, {0, 1}, {1, 0},

(% i 5l 5 bt &)

in[1241= ListPlot  [ewxy, PlotStyle - {AbsolutePointSize [41}1;

1e
[ ) [ )
0.5
0.5 0.5 ?
-0.5
[ ) [ )
-Jle
ouf124]= = Graphics -

m ii. Koch—-Kurve (zum Knobeln)

Dieses Beispiel demonstriertdie rekursive Konstruktion einer Koch—Kurve.Ausgangsfigurist dabei das folgende
gleichseitigeDreieck.

5= dreieck = List [{{-1, 0}, {1, 03}, {{1, 0}, {0, ¥3}}, {{0. ¥/3}. (-1, 0}}];

DieseFunktionerstellteine graphischeDarstellungeiner Koch-Kurve n-ter Ordnung.Die Kurve selbstwird wird von
verfeinerung berechnet,die obiges Dreieck in n rekursiven Schritten "verfeinert" und eine Kantenliste
zuriickliefert.

in[126:= kochkurve [n_Integer 1] : = Graphics [Map[Line , verfeinerung [dreieck , n]1]1]

DieseVerfeinerungauft wie folgt ab:

in[127:= verfeinerung [kanten_ , 0] : = kanten ;
verfeinerung [kanten_List , n_Integer ] : = verfeinerung [
Flatten [Map[auswoelben , kanten ], 117,
n-1]

Schlieflich dasAuswdben einerKante: Dasmittlere Drittel jederKantewird entferntundin die Liicke die Spitzeeines
kleinerengleichseitigerDreieckseingesetzt

Inf[1291:= << Geometry‘Rotations'
rotmat = RotationMatrix2D [60 Degree ]

L o8y 8 1y

20 2 U2 2

Out[130]= {{
in[131:= auswoelben [{a_, b_}]:=Module [{X, Yy, S},
Xx=a+(b-a)/3;
y:b— (b—a)/3,
S =X +rotmat . (y - X);
List [{a, X}, {X, s}, {s, y}, {y, b}]]
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in[132:= GraphicsArray  [Table [kochkurve T[i ], {i, O, 4}1] // Show

[N URE FE R 3

ou[132]= = GraphicsArray -

W iii. Symmetrische Matrizen

Reelle symmetrische Matrizen treten in vielen Zusammenhégen auf, etwa als Kovarianzmatrix 5 in
mehrdimensionaleNormalverteilungen

p(x) =Aez XT3 (X

oderals Trégheitstensod beiderDefinition derRotationsenergia derklassischemMechanik

w):inJw

Erot 2

—

In beidenFdlen sind die mithilfe der Matrizen gebildetenAusdrictke positiv definite quadratischeFormen. Diese
haben die besondereEigenschaft,dass Punkte mit konstantemFunktionswertauf Hyperellipsoidenim jeweiligen
Vektorraumliegen (etwa der Trégheitsellipsoidder w—Vektorenmit konstanterRotationsenergie)Das kann manim
Zweidimensionalemolgenderma@nveranschaulichen.

in133;:= quadform [mtx_, vec_ ] :=vec.mtx. vec
in[143:= m= {{2, 3}, {3, 6}}; (» symmetrisch und pos. def. %)

Einen Uberblick Uber das Aussehender zugehdigen quadratischenForm kann man sich mit Cont our Pl ot
verschaffen

in13s1:= ContourPlot  [quadform [m {x, y}1, {x, -10, 10}, {y, -10, 10},
PlotPoints - 40, ColorFunction - Hue, Contours - 307;

10

-5

-10
-10 -5 0 5 10

Wir dricken die quadratischd-orm gleich in Polarkoordinateraus,um eine der Ellipsen einfach parametrisiererzu
kénnen

ina3el= qgform [r_, t ] = Simplify [quadform [m {r Cos[t], r Sin [t ]1}]]
ouf136)= -r? (-4 +2Cos[2t] -3Sin [2t])

Die MengederVektorenin der Ebenefur die die FunktionkonstantEinsist, lasstsichdannwie folgt darstellen

na37= r [t_ ] =Part [r /. Solve [gform [r, t] =1, r], 2]

1
4 -2Cos[2t] +3Sin [21]

out[137]=
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in[138:= g = ParametricPlot [{r[t]*Cos[t], r[t]=*Sin [t]}, {t, 0, 2Pi}]
0.75
0.25
-1 —\Sbgz\ 0.51
- 025

-0.5
-0.75

ouf138]= = Graphics -

Schlieflich kann man noch die Eigenvektorenvon m einblendenWie man sieht, sind die Eigenvektorergeradedie
Hauptachserder Ellipse, und die Lange der Hauptachserist jeweils der Kehrwert der Wurzel aus dem zugehdigen

Eigenwert(warum?).

in[1391:= {ew, ev} = Eigensystem [m]
ounzer ({4 -3, 4+13), ({5 (-2-VI3), 1}, {5 (-2+vI3), 1}}]

In[140]:= ev2 = Map[# / Sqrt [#.#] & ev]; (» Eigenv . normieren x)

_ _ ev2 [[1]1] ev2 [[2]]
inf141:= i = Line [{——, {0, 0}, ———— ]:
Afew[[1]] Vew[[2]]
in[1421:= Show[ {g, Graphics [{AbsoluteThickness [31, li }1}1
0.75

ouf142]= = Graphics -
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